Chapitre 15 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1 In(n) 1 In(n)
— < < << =K
n? n? nin(n) ~n n
Exercice 2:
1 1 2 2
1. un = — = ~N ——
n—1 n+1 (n—1)(n+1) n?
2

2.up=vn+l—vn—-1=
n=v v Vn+1++vn—1

b VAT~ i done VAT T = i+ o(yi)

De méme, v/n — 1 ~ /n donc \/n— =n+o(yn).
En les sommant, v/n + 1+ vn — 1 = 2y/n+ 0(y/n). Donc, vVn +1+v/n —1 ~ 2y/n.
1

Par quotient, u, ~ —.

NG

3. up =In(n+1) —In(n) =1In (n—l—l) < >
Or, hmwzldonc 1n<1—i— > l
n

z—0 T

1

4. 1+ = ~ 1 et n+In(n) ~n. Par puissance et produit, u, ~ 1.(n)? ~ n?.
n

5. n+1In(n) ~n et n+ /n ~ n. Par quotient, u, ~ 1.

1 1 1 1 1
6. tan () ~ — donc tan ( = — 40| — ). Donc, u, = tan
n

n n n n

1
n
or,1220<1) doncun:1+o(1)+o<l> Lio (1)
n n n n n n
1

Finalement, wu, ~ —.
n

Exercice 3:

1\" 1 1 1 1
1. (1 + ) = exp <n1n <1 + >> Or, In <1 + ) ~ — donc, par produit, nln (1 + ) ~ 1.
n n n n n

1
Comme les équivalents préservent les limites, lim nln {1+ ) =1
n——+0o0o n

Par continuité de la fonction exponentielle, lim wu, = e et donc u, ~ e.

n——+0o00
n? —n+1\" n?—n+1 2n
2. (———) =exp(nln|————) ) =exp|nln|({l—————]|.
n?+n+1 n>+n+1 n?+n+1
Or, In (1 2n g duit, nln ( 1 2n 2n 2
r,n{l-————) ~————— dong, par produit,nln {1 - ———— | ¥ ———— ~ 2.
n®+n+1 n?+n+1 parp n2+n+1 n2+n+1
2
En utilisant la définition d’étre équivalent, lim nln <1 — 2n> = -2
n—+00 n“+n+1
Par composition des limites, lim u, = e 2 et donc u, ~ e 2.
n—-+0o0
: cos(n) P ) 2 2 2
3. lim ——=— =0 par le théoréme d’encadrement donc cos(n) = o(n?) et cos(n) +n? ~ n?.
n—-+oo n
lim sin(n) = 0 par le théoreme d’encadrement donc sin(n) = 0(2") et 2" + sin(n) ~ 2".
n—+oo  2M

n? + cos(n) n? )
= —————~ ~ —. Par croissance comparée, lim u, = 0.
2" + sin(n) T oaone n—+oo
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Chapitre 15 - Correction des exercices 2

4. D’apres la formule de Stirling, n! ~ n"e~"v2rn. D’ott u, ~ &—%2

n
Par croissance comparée, lim wu, = 0.
n—-+o0o

Exercice 4:

1. On va revenir a la définition d’étre équivalent.

eln _ .
=e" " 51 <<= lim (u,—v,) =0
evn n——400

2. Puisque lirf vn, =1 # 1, Dans les deux cas, la suite In(v,)nen est non nulle & partir d’un certains rang et
n—-+0oo
—o0sil=0
par composition, elle converge vers { +oo si | = 400
In(l) sinon.

In(u,) ln(ﬁ—:.vn) B In (Z—:) + In(vy,) s

In(v,)  In(vy) In(vy,) In(vy,)
Or, lim — =1 donc, par composition des limites, lim In <> =0.
n—+00 Up n—-+o00 Un
: () _
Donc ngr}rloo 1+ My = 1.

D’ou, In(uy,) ~ In(vy,).

) 1 1 . . - L
3. sin 1 ~ 1 et ces deux suites ont pour limite commune 0 # 1 donc par la proposition précédente,
n n
1 1 1
n<81n<n+l>> n<n+1> n<n> n(n)

Exercice 5:
On va utiliser que w, + t, > w, et que wy, + t, > t,.

Up + Sp Up + Sp — Wy — by [un, — wp|  |Sn —tn| _ Jup —wn| o [Sn =ty
1l = < +
Wy, + Ty, Wy, + Ty, Wy, +Tp Wy, + Ly Wn, tn
U S
< -1+ 22— 1’
W, tn
U s U S
Or, lim — = lim % =1donc lim Un + Sn =1.
n—+00 Wy, n—+oo t, n—+o00 Wy, + t,

a_

n
n!"’

Exercice 6: Soit a €]1,4o00[. Pour tout n € N, notons u,, =

1. Onauzzlzﬁ—)(}

Donc il existe N € N, tel que pour tout n > N,

Un 41 1. 1
nn — O‘ < 5 1€ Upy1 < 5Unp.

U
2. Par itération immédiate, on a, pour tout n > N, 0 < u, < 2n#,NuN.
Par théoreme d’encadrement u, — 0 i.e. a™ = o(n!).

Exercice 7:

2 2
2
vt T — T Posons u(z) =

1. — ~ —
20 — 1 400 2z 2

x
5 .
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Chapitre 15 - Correction des exercices

3
2 +2 x _ 222 +4x — 222 + oz o Done f(z) — u(z) = §+0(1)
2r—1 2 4z — 2 4z —2 40 4] +oo 4 '
z b . T 5 X
3. On a f(x) =3 + 1 + o(1). La droite y = 3 + 1 est une asymptote affine & la courbe de f en +oco.
o
Exercice 8:
1. En 0:
x4+ 1+ In(z) x 1 . .
= 1. Or, 1 =0et 1 1=1d
In(z) @) "I T O ok n@) et n(@) one
141
i 2ELEE) 1 i) ~ In)
z—0 ln(x) z—0
En 400
141 1 1 1 1
v+ 14 In@) =14+—-—+ n(m) Or, lim n(z) =0et lim —+4+1=1donc
x x x T—+00 I T—+00 T
141
lim z+1+In(z) =lie z+1+In(x) ~ =
r—>+00 xT r—+00
2. La fonction f est continue en 0 comme composée de fonctions continues en 0 et cos(sin(0)) = 1 donc
cos(sin(z)) ~ 1.
z—0
3. f(\/l:) =l1+e Vet lim e 2V% =0donc f(z) ~ VT
921 T——+00 T——+00
sin(z) In(1 + z?) r.0? .
x tan(x) =0 T.x -0

Exercice 9:

: p (Sn@)
1. In(sin(z)) = In (x&m(x)) =In(z) +1In (Sinx(x)>. Donc, hl(lil(ni;:)) =1+ ll(n(;)

) In sinx(z)) .
Or, il_r)r%) —ngy— = 0 donc In(sin(x)) ol In(x).
1 9 1 . 9 —sin?(z) —z?
2. In(cos(x)) = 5 In(cos*(x)) = 5 In(1 — sin“(z)) o 5 o o

Exercice 10:

1. lim f(x) =400 donc f est non nulle au voisinage de +oo.

T—+00
9 = o) done tim %% —0,

Or, liggf <? - 1) = —oo donc lgg :;(EE% = 0 donc exp(g) = o(exp(f)).
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Chapitre 15 - Correction des exercices 4

2. La réciproque est fausse.
Prenons f:z+—zet g:ax— z On a limexp(g — f) =0 et lim 4 #0.
2 +00 +oo f

3. Om a f(z) = (In(In(z)))""") = ¢ ") mlnlinge))) — el (o nCn ()
et g(x) = (In(z))?" ") = (e EE Infin@)) _ e tn(e) ) 4n0nn(2)
N T In(In(z)) In(z)+In(In(In(z))) _
Dron lm 1) aa) +nfm(a(n()) — O
On a bien xgrfoo In(z) In(x) + In(In(In(In(z)))) = +o0.

On itere deux fois le point 1 et on obtient g = o(f).
oo

Exercice 11:
2

1-— 1 | 1 1-— 1 1
L (1 —cos(x))(1 + 2x) 3 ~ X Done, lim (1 —cos(x))(1 + 2x) _1
z2 — 4 z—0 22 2—0 z—0 x2 — x4 2
In(1 + sin(x)) N sin(z) oz 1 done lim In(1 + sin(x)) _ 1
tan(6z)  z—0 tan(6x) 2—0 6z 6 a—0  tan(6x) 6
V3 3.3 V3
3. z(3+x) - tr o V3 ~ 3v/3 donc lim x(3 + az)i = 3V/3.
VI sin(y/z) -0 \/T.\/T 20 -0 Vv sin(y/x)
4.

sin(z)

€T z—sin(z)
sin(z) -

sin(z) x — sin(z) sin(z) x—sin(z)
x — sin(x) n <1 + sin(x) ) 30 7 — sin(z)" sin(z) !

sin(x)

i — si x—sin(x)
Donc, lim M In{1+ Lm(x) =1 et donc lim | — il — e.
z—0 x — sin(z) sin(x) z—0 \ sin(z)

T
Exercice 12: On effectue le changement de variable t = 5 — & pour Tamener le probleme en 0.

In(sin?(z)) _ In(sin®(% —¢)) _ 21In(cos(t)) Or 21n(cos(t)) _ 2In(1 + cos(t) — 1) N 2(cos(t) — 1) 0 —1 donc

(z - x)Q t2 t2 S t2 t2 0 t2 0
lim In(sin? l‘g) _ 4
=t (5-0
Exercice 13: La fonction f est continue sur | — 1; +o00[\{0}.

On a - In(1 +x) ) 1, donc £ In(1 + x) o 1 donc 2 In(1+ x) - 1.
Par continuité de 'exponentielle, (1 4+ z) = exp (1 In(1 + z)) e
z—
Donc f:z— (1+ :c)% est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = e.
Exercice 14: Par composition, f et g sont définies et continues sur R, et dérivable sur R* . Il reste a étudier la

dérivabilité en 0.

On a S0(/2)=sin(@) Vo 1, 1 Donc f n’est pas dérivable en 0.

z—0 z—0 T :v2—>0 VT 250
S oS _VzT
On a COS(‘/E)_OCOS(O) ~ 2 ~ —1— —2 Donc g est dérivable en 0 et ¢'(0) = —3.
x z—=0 T 2=0 z—0
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